O uktadzie wspotrzednych

Kinga Kolczynska - Przybycien

O ukfadzie wspé6trzednych



Spis tresci

o O ukadzie wspotrzednych
@ Wprowadzenie
@ Podstawowe wtasnosci
@ Przyktady

O uktadzie wspé6trzednych



Spis tresci

o O ukadzie wspotrzednych
@ Wprowadzenie
@ Podstawowe wtasnosci
@ Przyktady

O uktadzie wspé6trzednych



Woprowadzenie
O ukadzie wspétrzednych Podstawowe wtasnosci
Przyktady

Woprowadzenie

Woprowadzenie

Kazdy z was na pewno w swoim zyciu widziat mape. W naturalny
sposéb powstaje pytanie po co w ogdle s3 mapy? Najbardziej
prosta odpowiedzig jest to, ze pomagaja w przemieszczaniu sie.
Inna funkcja, jaka moze petni¢ mapa jest okreslanie swojego
potozenia, czy tez potozenia innych obiektéw na kuli
ziemskiej.Stuza do tego dwie liczby: dtugos¢ i szerokosé
geograficzna. Tak wiec poprzez pare dwéch liczb mozemy w miare
precyzjnie okresli¢ potozenie dowolnego obiektu. Jako, ze
wiekszos$¢ ludzi twierdzi, ze to potrzeba jest matka wynalazku i nie
warto traci¢ czasu na rzeczy zbedne powstaje wiec kolejne pytanie
do czego ten wynalazek moze sie przydac?
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Woprowadzenie

Woprowadzenie

Ot6z, wyobrazmy sobie, ze ptyniemy na morzu i musimy wezwac
pomoc i mamy urzadzenie, ktére pozwala nam okresli¢ dtugos¢ i
szerokos$¢ geograficzng miejsca, w ktérym sie znajdujemy. Wéwczas
podajac te wartosci jesteSmy w stanie Sciggnaé pomoc doktadnie w
miejsce zdarzenia. Wiec jest to rzecz bardzo uzyteczna.

Za prekursoréw tego pomystu uwazani sa Kartezjusz (wt. René
Descartes) i Pierre de Fermat.
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René Descartes, (ur. 31 marca 1596 w La Haye, zm. 11 lutego
1650 w Sztokholmie) francuski filozof, matematyk i fizyk, jeden z
najwybitniejszych uczonych XVII w., uznawany réwniez za ojca
filozofii nowozytne;j.
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Pierre de Fermat (ur. 17 sierpnia 1601 w Beaumont-de-Lomagne,
zm. 12 stycznia 1665 w Castres) matematyk (samouk) francuski, z
wyksztatcenia prawnik i lingwista.
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Woprowadzenie

Woprowadzenie

Pomyst cho¢ z pozoru prosty ma nietrywialne zastosowania. Na
czym wiec on polega? Mianowicie: wybieramy dowolny punkt na
ptaszczyznie i prowadzimy dwie proste wzajemnie prostopadte
przechodzace przez ten punkt. Punkt ten nazywamy poczatkiem
uktadu wspoétrzednych a proste te osiami uktadu wspétrzednych.
O$ pionowa nazywana jest osig rzednych a o$ pozioma osig
odcietych.
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2 + o A:(3,2)
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Podstawowe wtasnosci

Woprowadzenie uktadu wspétrzednych pozwala na zdefiniowanie
wielu figur za pomoca réwnan i nieréwnosci algebraicznych.

Na przyktad zbiér punktéw na ptaszczyznie, ktérych wspoétrzedne
(x,y) spetniaja réwnanie

y=x+1
przedstawia prosta.
x|-2][-1]0]1]2
y|-1]0o]1]2]3

Tablica: Tabela dla prostej y = x + 1.
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Podstawowe wtasnosci

Réwnanie prostej , ktérej wykres zostat przedstawiony na
poprzednim slajdzie, mozna zapisaé nieco inaczej w nastepujacej
postaci

Powyzszy zapis to szczegdlny przypadek ogdlnego réwnania prostej,
gdyz mozna pokazaé, ze kazde réwnanie postaci Ax + By + C = 0,
(gdzie A # 0 lub B # 0) przedstawia pewng prosta na ptaszczyznie.

O uktadzie wsp6trzednych



Woprowadzenie
O ukadzie wspétrzednych Podstawowe wtasnosci
Przyktady

Twierdzenie Pitagorasa

Zanim przejdziemy do dalszej czesci naszej prezentacji, bedziemy
musieli przedstawi¢ twierdzenie o ktérym zapewne kazdy z Was
styszat a jesli nie kazdy to zapewne wiekszo$¢ z Was.

Chodzi mianowicie o Twierdzenie Pitagorasa.

Twierdzenie to jest podstawowym narzedziem do wprowadzenia
wzoru na odlegto$¢ pomiedzy dwoma punktami na ptaszczyznie.
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Pitagoras (ur. ok. 572 p.n.e. na Samos lub w Sydonie, zm. ok. 497
p.n.e. w Metaponcie) grecki matematyk, filozof, mistyk.
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Twierdzenie Pitagorasa

Przejdzmy wiec do sformutowania tego Twierdzenia.

Twierdzenie Pitagorasa. Niech AABC bedzie trojkatem o
bokach dtugosci a, b, ¢ przy czym a, b < c. Woéwczas tréjkat
AABC jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy

a’+ b% = 2.
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|AC|? + |CBJ* = |AB|? = ¢® = a* + b?

0 -
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Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych

Opierajac sie na Twierdzeniu Pitagorasa mozna wprowadzi¢ wzér
na odlegto$¢ pomiedzy dwoma punktami A = (x1,y1), B = (x2, y2)
na ptaszczyznie, wyrazajacy te odlegtos¢ jedynie przy pomocy
wspotrzednych tych punktéw.

A= (X17Y1)

|)/2 —}/1|
Il

[ Y
X
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Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych

Uwaga 1. Symbolem |x| oznaczamy warto$¢ bezwzgledna z liczby
x, ktora z definicji jest rowna liczbie x, gdy liczba x jest
nieujemna, a w przypadku, gdy liczba x jest ujemna, to jej wartos¢
bezwzgledna wynosi —x.

Uwaga 2. Pierwiastkiem arytmetycznym stopnia 2 z liczby
nieujemnej a, nazywamy jedyna nieujemng liczbe rzeczywista x dla

ktérej prawda jest, ze x> = a. Liczbe te oznaczamy x = \/a.

Uwaga 3. Prawdziwa jest zatem réwnos¢

x| = Vx?
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Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych

Z Twierdzenia Pitagorasa mamy

|AB? = |2 — xa|* + y2 — ya?
skad otrzymujemy, wzér na odlegtos¢ pomiedzy punktami Ai B w
kartezjanskim uktadzie wspétrzednych, ktéra wyraza sie
nastepujacym wzorem:

1AB = /I —xa2 + ly2 — 1l = /(e — x0)% + (v2 — 11)2.
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Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych

2
Tréjwymiarowy
LT r\\\\ uktad wspétrzednych
/// /\’l

L=

[ _B= 1X2,Y2722)

>
I
I e B
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Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych

Przez analogie mozna poda¢ wzér na odlegtos¢ pomiedzy dwoma
punktami A = (xy, y1,21) oraz B = (xo, y2, z2) W przestrzeni
tréjwymiarowej. Mianowicie:

AB| = /(2 — x1)2 + (y2 — 1) + (22 — z1)2.
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Przyktad 1. Chcemy obliczy¢ dtugoéé odcinka AB, jezeli A, B s3
punktami w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych,
A=(1,1),B=(-7,-20).

Z wzoru na odlegtos¢ mamy

|AB| = \/(—7 —1)2 4 (—20 — 1)2 = /64 + 441 = /505 = 22.47

Przykfad 2. Chcemy wyznaczy¢ réownanie okregu w kartezjanskim
dwuwymiarowym uktadzie wspétrzednych, ktérego srodek znajduje
sie w punkcie S = (1,2) a promien jest réwny 3.

Wiadomo, ze okrag to zbiér wszystkich punktéw na ptaszczyznie,
ktérych odlegtos¢ od Srodka jest réwna promieniowi. Zatem punkt
A = (x,y) bedzie lezat na naszym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy
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ISA| = 3

co po skorzystaniu z wzoru na odlegtos daje

Jx =12+ (y —22=3

skad po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy réwnanie naszego
okregu w postaci

(x—12+(y -2 =0.
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Przyktady

Przyktad 3. Udowodnimy, ze kat srodkowy oparty na Srednicy ma
miare 90°. Wykorzystamy w tym celu uktad wspétrzednych.

y

B = (X27Y2)

/
~
E

C = (2x0 — x1,2y0 — y1)
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Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze S = (0, 0). Wéwczas
C = (—x1,—y1) zatem

|AB|> + |BC]2 = (x1 —x2)> + (y1 — y2)° + (2 +x1)2 + (2 + y1)? =

= 20 +y2) + 204 + y3)? =22 + 272 = (2r)? = | CAP

skad korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze
|ZABC| = 90°.
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Przyktfad 2. Udowodnij, ze w dowolnym tréjkacie AABC zachodzi
nieréwnos¢

|AB| + |BC| > |CA|
Uwaga. Powysza nieréwnoS¢ nosi nazwe nieréwnosci tréjkata i
orzeka, ze suma dtugosci dowolych dwdéch bokéw tréjkata jest
niemniejsza niz dtugos¢ trzeciego boku.

B =(x2,y2) +
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Mamy

|AB|+|BC| = \/(Xz —x1)?+ (y2 — )/1)2+\/(X3 —x)? +(y3 — y2)?
Przyjmijmy oznaczenia
U=Xx3—=X1,V=ys—y1,t =X3 —=Xx2,Z=Yy3— y2,
Wystarczy zatem pokazaé, ze
ViIZ+ v+ V2 + 22 > \/(u+t)2+(v+z)2

Podnoszac do kwadratu otrzymamy

PV P+ 242V vV 22 2 (ud )P (v o+ 2)?
skad
P2 212402V 4 vV 12 + 22 > P v 2 2 2ut - 2vz

co po redukcji daje

u2 4+ v2\/t2 4 72 > yt 4+ iz
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Podnosza raz jeszcze do kwadratu otrzymujemy
(v + v3)(t? + 22) > v®t? + v2Z% + 2uvtz
co po redukcji daje
PZ% + V22 — 2uvtz >0

czyli
(uz — vt)®> > 0.

Poniewaz ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, wigc dowdd jest
zakonczony.
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Uwaga. W powyzszym rozumowaniu korzystaliSmy z tzw. wzoréw
skréconego mnozenia tj.

(a+ b)? = a° + b* +2ab

(a—b)? = a® + b*> —2ab

W dalszej czesci tej prelekcji bedzie nam potrzebne pojecie
macierzy i wyznacznika. Ograniczymy sie przy tym do maciezy i
wyznacznikéw stopnia co najwyzej 3. Cho¢ pojecia te brzmia
groznie i “pachng “ matematyka “wyzsza “ od ktérej lepiej
trzymac sie z dala, to raczej nie sg takie skomplikowane, gdyz
macierz kwadratowa, to po prostu tablica kwadratowa, z

wpisanymi w nig liczbami.

O uktadzie wsp6trzednych



Woprowadzenie
O ukadzie wspétrzednych Podstawowe wtasnosci
Przyktady

Przyktady

Wyznacznik maciezy stopnia drugiego definiujemy nastepujaco

a b
deth

‘_ad—bc

A wyznacznik macierzy stopnia trzeciego mozna zdefiniowaé w
nastepujacy sposéb

a boc e f b ¢ b ¢
detg : iza-det h i|—d-deth i—i—g'dete p
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Na zakonczenie podamy jeszcze wzér na pole tréjkata AABC o
wierzchotkach w punktach A = (x1,y1), B = (x2, y2), C = (x3, y3),
przy uzyciu wyznacznika, mianowicie

x1 y1 1
Pragc = 3 |det|xo y» 1
x3 y3 1
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